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À semelhança de módulos sobre domi ni os pr i nc.i pais temos 
por objetivo classificar os módulos livres de torç~o finilamemte 
ger·ados sobre domi.r.ios de Dedek~nd. Assim provaremos que se R é dominio 
d& Dedekind E> t1 e N sâ:o R módulos 1 i vr es de t.. or ção f i ni tamente 
gerados de mesmo rank. N c KM. temos que existem ~deais fr~cionàrios I 
Et ::;. Ez ::.; .. ::;. Ek , k = rank de M = rank de N • tais que 
+ R + I 
(k-1) R somandos e 
N ~E + 
1 
+ E + E I. 
k-1 k 
Mais que isso, se N c M submódulo cujo rank é 1 $ k ent~o 
N = E + + E + N' onde cada E c R. Aos ideais E chamaremos de 
1 l-1 ~ 
fatoras invariantes de N em M, pois eles s~o unicamente determinados 
pelo par CM,N). 
Para tanto desenvolveremos no Capitulo I o conceito de domi-
nio de Dedekind e suas propriedades. Isso será feito tendo como base 
o artigo clássico de Cohen (6]. Vários resultados acerca de ideais 
fracionários e anéis de valorizaç~o serão considerados de conhecimento 
do leitor Cuma boa referência para isso são [131 e [4)). 
No Capitulo II estudaremos o Teorema dos Fatores 
Invariant.es propriamente dito e leremos por base bibliográfica Curtis 
e Rei ner [ 6) . 
Finalmente no Capitulo III desenvolveremos algumas 
aplicaç~es bem interessantes do citado teorema além de utllizá-lo para 
obt..er alguns; resultados envolvendo objet..os clássicos da álgebra 
1 
I 
~·· ,: ,, 
comut~&.li va. 
Um desses resullados é o que afirma que lodo anel de 
Dedekind é um BCS-anel.A definição de BCS-anel é dada por Vasconcelos 
e Weibel [ 12] e ioi mot..1 vada por sua aplicação +_ êor 1.;;,. de controle 
(para maiores referências vide [7], um pequeno h1~lor1co do problema 
pod~ ser most..rado em [11]). 
2 
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ANEIS DE DEDEKIND 
Por an..:;-1 ent-enderemos sempre um anel comutativo com 
1dent1dade . Dado I c R um .ldeal diremos ser i.deo~ prÓprio se distinto 
de CO) e de R . 
Denotaremos por Spec CR) ao conjunto constituido de t-odos os 
ideais primos de R e por Max C R) ao conjunto de lodos os i d.-.:u s 
max1 ma1 s de R 
Nest..a capitulo t.emos por objet-ivo definir dominio 
DedekiT'ld e caracterizá-lo da forma ma1s completa possivel 
Para tanto serão T'lecessários alguns resultados fundamentais 
acerca de anéis Noetherianos e principalmente RM-aneis 
Estudaremos condições necessárias e al ç-Jurnas vezes 
par a que um dado anel R seja um RM-anel e também 
verificaremos quando uma extens;;(o integral de R herda tal propriedade. 
Daremos c.ondi<;:i'5es suficientes para que um dominio seja de 
Dedekind e provaremos algumas equivalências acerca dest.a propr1~dade . 
Mais que l sso forneceremos condiç~es para que uma dada exteT'lsão de 
urn donn n1 o de Dedek 1 nd ver i f i que ser ela também um dominio de 
Proposi~~o (1.1): D~do um anel R, as seguiT'lles ~firmações 
i) R sa~1sfaz a condiç~o da cadeia ascendente Ccca) 
li) R s.::..tisfaz a condi:rão m.CÍ.xilr<a. 
3 
iii) ~odo idaal da R G fini~am~n~a gQrado 
Um .:;.nol satisfazendo a uma das afirmações 
.anteriores C e consequentemnete a todas ) será d1lo . .:J.r,ei. Noetheri.ano . 
d
. ,... 
..::on. tçao da cadeia descendente (ccd) 
~aqu1valentemente a diremos ser um ane~ de Artin ou 
Ar t t n i a n.o 
para todo 1 c R, I ;11! C O ) satisfaz 
cond1 çao nu ni ma diremos ser R um anel com a condição m(nima restrita 
ou um Rl1-aneL 
Facilmente se verifica que se para todo ideal I c R, I ;11!(0) 
a I ;11! R, R/I é Noetheriano ent~o R é Noetheriano . 
Lema C1.2): Seja R um anel tal que CO)=P .. P onde 
1 n 
cada 
P E Max CR) 
~ 
para todo i , c p . . p. ) /( p . . p p ) 
1 \.-1 t ~-1 l 
é um 
R/P -espaço vetorial de di mensao f i ni t..a ent..ao R t..em uma compos1 çao em 
l 
série de ideais. 
"' Demonst.ras:aol 
Dado que CP .. P ),(p .. P P) 
1 '-· :1. 1 ~-1 \. 
um R./P -ç.:~spaço 
\. 
vetorial de 
dimensao finila temos que existe uma compos1çao ern .:or·.te ant-re 
CP .. P ) e CP . 
1 c-.1 .1 
;:;; ( p . . p ) :::> c p . . p p ) ::> :::.. CO) = P . . P 
1 1..-1 1 •.-1 '- 1 n 
temos que R possui uma composição em série 
• 
4 
Teorema C1.3): Dado R um anel ~emas que R é Artiniano se 
e só se R Noet.heriano e todo ideal primo é maximal. 
Demons tr as:ão: 
Suponham<.">S qur61 R Noat.hr61r1<HtC• e qur61 lodo primo é rnax1ma.l Afirmamos 
~er CO) um produ~o de ideais maximais o conjunt-o 
de ~odos os ideais de R que não contém um produto finito rle primos 
Suponhamos que E ~ ~ , sendo R Noe~heriano ~ornemos I E E m.:..x~ mal 
A B tais 
que I c A, I c B I ~ A, I ~ B e AB c I. 
Da maximal i dad.:. de I t.emos que A e B cont..ém ambos um produto f i ni +~o d10t 





. P e sendo cada primo maximal 
n 
a afirmaç~o es~á 
Além disso c p . . p ) /( p . . p p ) 
1 1.-1 1 l-1 I. 
é um R/P- espaço ·.ret.,orial 
\. 
sc1t.,.1sfazendo a condiç~o da cadeia ascendente logo de dimens~o finita 
e poi-tant..o, pelo lema (1. 2), R é Artiniano . 
Reciprocamant..a suponhamos que R sat..isfaz a condiç~o minima a seJa 
P E Spec CR) enlà'o R/P satisfaz a condiç~o minima e não t.em divisores 
de zero . Seja x t: R./P então existe n E IN t-al que 
= 
- n X = b X n+1 b E 
logo x inver·sivel o que implica k·P corpo e consequenlemento9 P maximal 
De mane1 r a anal oga a .:..nt-er i or quer e mos provar que C 0) é produto de 
primos . 
Prime .i r amente notemos que sendo R de Ar ti n ele possui um número 
finito de 1deais Jnd.Xlm<:~is. Logo se denotarmos por No rdlradical de R 
t.emos: 
N = N1 n . 
onde os H s~o lodos max1 mais 
l 
Além disso existe h e ~ tal que 
:J Nl't . . Hk 
1 2 
donde segue o desejado. Ent~o do mesmo modo que anteriormente cada. 
CP .. P )/CP .. P P) é um R/P- espaço vetorial 
1 t-1 1 1.-1 1. l 
que satisfaz a 
condiç~o minima. logo de dimensão finita e pelo lema (1.2) temos R 
Uoetheriano . 
• 
Corolário C 1. 4) t Par- a quE~ um ar1el R seJa u11. RM-anel 
necessário e sufic1ente que R seja Noether i ano e que lodo 
pr-imo pr-ópr-io seja maximal 
Suponhamos R um RM-anel então par-a qualquer I c R ideal, I-CO) e I-R 
temos Art.iniano e pelo teorema C1. 3) Ar ll. r..t ano 
consequent..emente R Noetheriano. 




BIBLIOTECA CENTRAL l 
p~ojaçâo canónica Então P/(x) idQ.al primo de R/(x) e portanto P/(>U 
é um ideal max1mal de R.~(x) e consequenlemente Pé maximal. 
Rec.lproc.:..m~nt<:.:· seJa P No8t her.1ano e tal que todo irlPal primo pr·óprio é 
max1mal ent~o dado I c R .1deal, I~CO), R/~ é Noelheriano e lodo seu 
pr 1 mo G maximal 1 ogo j.:.>vlú t...;,0r em.:.. C 1. 3) R/I e Ar Ll. ru ano . 
• 
Corolário (1.5J: Um anel é Artiniano se e S('l SP. R é IJnl 
RM-~n~l e R tem divisores de zero ou é um corpo. 
Se R sat . .lsfaz a condição nünima. oanl~o é também um f;:l,f-anel B a.lém dis;;o 
Suponhamos que R não lenha divisores de zero 
8nl~o CO) é pr1mo a portanto maximal consequenlemenle R é corpo 
Para a suficiência basta observar que se R não é corpo então CO) não 
~ pr1mo e pe~as condiç~es do corolário (1.4) R é Noethertano e lodo 
primo é maximal Basta agora aplicar C1.3) 
• 
Teorema ( 1 • 6) r Seja R um anel e suponhamos qr.1e t.odo ideal 
primo tem um número finito de geradores então R é Noether1ano . 
Demon~tra-rão: 
Seja 
Y = { I c R 1deal 
7 
•· 
.Suponhamos ,J> ~ (I> possu1 um elemento 
max1 mal a saber . .tt -.:.:orr.o Ai. n~o e pr i mo B Q 
c ta1s que ~ c 8, ~ c C. ~ ~ 8. ~ ~ C e BC c ~ Da max1malidade de 
. .M temos que B e C possuem um número finito de geradorGs. Afirmamos sGr 
R/C Noether1~no , de fato . a cada ideal de P'C corresponde um ideal 
de R que contém propriamente ~. logo é um R-módulo finitamente gerado. 
fin1tamente gerado ~emas que A /BC 
como submodulo de 8/BC lambem é um R/C - módulo finitamente gerado e 
..::orls.aquent.emente At /BC é um F<-·módul o f i n1lamente geradu e desde que BC 
t.<S>m um numero finito de qeradores também o tem . .-tt • absurdo . 
• 
Di r e mos que um anel é um R/1-dom.Ínio se além da ser um 
RM-anel ele é também um dominio . 
Consideraremos agora o efeito da condiç:ã:o minima rest-rita em 
uma 
.J 9Xtensao inteeraL de R C ou seja 
integral sobre R ) os teoremas aqui abordados dar~o condiç~es para 
que a condiç~o minima resLr1ta de R implique na mesma para o 
sobreanel 
Adotaremos a convenção de que as expressC5es " fecho into::Pgral 
de R .. R int-egral ment-e fechado si gn1 f· i cam respectivament-e 
" fecho integral de R em seu corpo de fraçe:ses " e " R é int-egralmente 
fechado em seu corpo de fraç~es " . 
Teorema C1.7)s R um RM-domi ni o e T um <::k>ml ni o que ~ 
extens~o integral de R . Consideremos U o corpo de fraç~es de T e K o 
tP 
corpo OI:Õl frações de R . SeU é uma ext.ens~o finita de K ent.~o T ó um 
RM-dominio. Na verdade, se I é um ideal próprio de T ent~o T/I é um 
R-mOdulo com composiç~o em sér1e. 
Demonst.rac;rao: 
Notemos primeiramente.:. segu1nto equivalêncici: TA um RM-r:lr;.mf.r>io se e 
~6 se T I tem ~ompos1ç~o em série para todo I c T um ideal próprio. 
Logc. 8 suf 1 c i ente ver 1 f i c.~.r- somente a segunda c.ot.cl us~0 Para t..ant.o 
ba~ta mostrar que T/I ê um R-módulo finitamente gerado falo 
se tal acontecesse cons1derando A = I n R t.emos R/A - módulo 
fin1lamente gerado Como T integr;;,.l sobre R temos A ;111!. (0) Pelas 
hipóteses e pelo teorema C1.3) temos que satisfaz a ambas as 
condiç~es da cadeia e consequent.emente também o faz T/I. 
Como U é ext.ensao fin1t.a K t.emos que exist.em 01 
i 
que 
U = K Cot • 
i 
... ' OI ) 
m 
m 
R' = R [()(. 
1 
desdliif que 01 • 
1 




R ent.~o R' é um R-módulo finit.ament.e gerado. Consequent.ement.e para 
provar que T/I é um R-módulo finit.ament.e gerado basta mostrar que é 
um R'-mOdulo finit.ament.e gerado. 
Como o corpo de fraçêSes de R' é igual ao cor·po de fra.çêSE>s T para 
pl~ovar o teorema bast.a considerar o caso especial em que R e T te-m o 
mesmo corpo de f r ar;-'3es 
o 
Definic;ã'o c 1. 8) a Dado R anel e M e N R-módulos definiremos 
C M N ) = ( X E R xN c M } 
Teorema C 1. Q) s Se-Jam R um RM-dominio , T um anel contendo R 
e contido no corpo de fraç~es de R. K. Ent~o T é também um RM-do~nio, 
ma~s que isso • se I é ideal próprio de T enl~o 
finitamente gerado . 
..., 
Detnt.">ns t r as: ao: 
T/I é R-módulo 
Por rac1ocin1o dnalogo ao feito anter1ormente é sufic1ente ver1ficar a 
segunda asserção da conclusão ist-o é que dado I ideal propr1o da 
T é um R-módulo fin1tamente gerado 
Seja a/b E I c T c K onde a E R, b E F.:-{0} a a E I n R. t sufic1ant.e 
mostrar que T/Ta é um R-módulo finitamente gerado Cde fato, do t.ao-
rema do isomorfismo para módulos temos que (T/I) ~ CT/Ta)/(I/Ta). 
Definamos 
t 
A =Ta n 
'· 
R i = 1 '2 ..... 
Dasde que A :::> A e R/Ra é Artiniano temos que existe 
\.+1 
n e [N tal 
que 
A + Ra = A + Ra = 
n+l n+2 
.~r:Jc.)l G1 A C a -t•) 
n 
e um F<:-módulo fin1t.amente gerado e c' m,::-..srno ::;er·á verdade 
;:::·ara T 'Ta ·:;.e pudermos mostrar que T/Ta e imagem de 
10 
. -n~ 





X + Ta. 
Seja. H um elemenlo qlialquer de Ele provém 
ex. :c: b/c E T, b E R, c E R-·iO). isto é. (1 =e<+ Ta 
:?.endc' R Noelhe:r .1 ano. ex1 ste O ( k E Z tal que 
C Rc = ( Rc R k+i ) = a . ( Rc 
de um el ement.o 
R a 
donde lemos que Ra nâo esta contido em nenhum pr1mo de C Rc k P.a ) e 
dssd~ que lodo primo proprio d~ R é maximal 
C Rc k Ra ) + Ra = R 
Assim 
1 = xa + y y E C Rc Rak ) 
Portanto 
k k+1 k 
a = xa + ya E R k+i R a + c 
donde 
r l E R 
consequentemenle 
k k+1 




Ent~o podemos assumir k que a = e/( a ) • e E R . 






e = c1a 
r-. <=nt-~o 
T k a n R = 
e = fa k+1 + sa 
A 
k 
c A + Ra 
k+t 
f E ~· 
s E T 
k k-1 
01 = <:~/(a ) = C f/( a ) ) + sa 
se k < n t.ome 
Se k-1 n acabou sen~o refaço o raciocínio Consequentemente 
g E R. "" assim g E A completando a prova. 
n 
• 
Um RM-dominio integralment-e fechado será dit.o um dom.Íni.o d9 
D""dekind 
Seja R um dom1nio e K o corpo de f'rações de R dado I c R 
ele ser à di t.o um R- i dea [ f rac i onár i o errt K se é um R-módulo tal que 
ex1sle a E R-{0) com ai c R . Se I é um ideal de R dizemos que I é um 
R-ideal inteeral.. 
Dado I R-ideal fracionário definiremos 
12 
I - 1 = ( X Ei K xi c R ) 
I I - 1 = R De modo mai s;a QXp1 i c i t..o I 








ll -·· a b 
1 .1 
que 
1 E R . 
a ._ I 
,., 
Observemos que s<? I c K é um R-módulo f i ni t_ .ct.men te gera do 
ent~o I e um ideal fracionàrio 
Lema (1.10)s SGja R um dominic a K seu corpo da fr.;;,.ç<::s..,s. ~ 
todo lde.ctl int.egr·al proprio de R é inverslvel ent:ão Pé tnt.egr~alment.e 
fechado . 
~~Ja ~ ~ K integral ~obre R Cou sAja &Xlsla O < n E 2 a r· 
o 
elementos da R tal que r + r a + 
t) 1 
+ r an-t + Oln = O ) . 
n-1 
... • r 
n-1 
Consideremos I= R[c(J sabemos que I é um R-módulo f i ni lamente 
gerado contido em K portanto é um R-ideal fracionário. 
Logo exi st.e c E R-{0} tal que c I c R . 
Por t.ant.o por hipó-tese ci inversival, ou seja, exist.a J R-ideal 
!r-acionário com Cci)J = R. Como I = c -•c c I) t.emos que I é i nvar-
sival e desde que I 2 = I temos I c R donde a E R 
• 
Lema C1.11)a Se R 9 um dominio de Dedekind local e ~ Q seu 
ideal maximal então R é principal e t..odo ideal ínt..egral próprio I é da 
form-'1 I = ..M.n C isto é , R é um anel de ·ualorizacao discreta ) . 
Demonst ra.:rão: 
Provemos que ..M. é principal Not..emos primeiramente que Spec CR) = {A ) 
Seja a E .M - {0) entao ~ = .M. Sendo R Noether1.ano temos que exist..e 
n 
um numero natural n t.al que .M c Ra. Seja n escolhido de t,al modo que 
..M n c Ra .A1. n+1 C R.:. . 
r,-1 
Logo eXl. ste b E ..M. · e b e Ra. 
Consl. dare x ::: a/b E K = cfr C R) Então -1 X R -1 X não é 
1.ntegral sobre R -1 J. -+ x .M 't .M ( sA isso ocorresse como .M = Ra + 
1 
, ... 
a E .M • ter í amos 
1. 
-t 
x a = r a + 
l Li 1 
+ r· ~ 
Lk k 
1 < i ~ k 
donde l -1 C r -õ >< ) a = O. Se c = c r LJ , mêl. t..r i z k xk , 
J = 1 
I. J L J J 
lemos detCC)..M. = O • det(C) = O -1 ~ x integral sobre R ) 
Tome agora I c ..M., I~CO), seja n' E IN tal que I c ..M. .,..,. e 
Cse 1.sso não fosse possl.vel teríamos I c n .M n = C 0) absurdo ) . 
• 
+ 
Seja O ;>! y ..:: I então y = axn e a e At, como R local então a E UCR) ~ 
~ ..M n·c I 
• 
Proposi~~o C1.12): Seja R domi ni o de Dedekind e C 0) ;>! I 
F:-1deal fr·acionario . Então I é inversível 
14 
Demonstra-rao: 
en~ão I' é produ~o de primos De fa~o • ~emos que 
m 
I' = n Q onde Q é P -primário 
1. t 
L = 1 
decompos1ç~o primária minimal Como os P são dois a dois comaXl. mal s 
t~mbém o são os Q 
1. 
A..i._;n Gl SSO 
con::_:;equent emente 
I' = Q . Q 
1 n 
. Para 
dorra ni o 1 ocal Noe~her i ano de di mens~o 1 
consequen~emen~e pelo lema C1.11) é anel de 
assim 
F, A ) r.t ·-
'- p .. 
8 como Q .:;. P m :::;ào P --pr i rr.àr i os Lemos Q = p, n1. 
1. I. '\. t l 





::::;e _i,-:, T um R-i dr;.al f r aci ont:>.r i 0 en·tão exi s~e a E R-{0} Lal que ai é um 
R-ideal in~egral e porlan~o 
ai = p nt 
1 
PorLan~o se mos~rarmos que cada ideal 
p nk 
k 
i n~egr al maximal é inverslv<iõ>l 
ter ..:>mos que ai e 111ver· si vel e por Lanlo ~ambém I C poi s I =a -:t ai) . 
S-eJa P ..;:: Max (FO e O ;z! b E P ent.~o 
16 
Rb = P ai 
1 
. p ak 
k P~ e Spec CR) a e IN - {0} 
Como P ~ Rb ~~mos P = P para algum i e sendo Rb inversivel obviamen~e 
também o é P. 
• 
Corol~rio (1.13); 2--'3 J a R um domi ni o d<é> [Xo>dek i nd 
Demonst.r·a'iao: 
S.:.ja K = cfr (p) e S o anel com R c S c K Pelo ~eorama (1.9) ~amos 
que S ê RM-dom~nio falta pois verificar que S é integralmente 
fechado Mas pti>l u l•~ma C.1. 1 0) é suficiente provar que todo S· ideal 
inteqral próprio é i nvers1 vel I S-ideal integral Como S é 
Noether1ano lemos 
I=Sa + ... Sa a e I i = 1 m 
1 m 
Consider~mos J = Ra + ... + Ra que é R-ideal fracionário 
1 m 
logo como 
I = SJ e J inversível lemos I CJ- 1S) = = SR = S ou 
seja I i nversi vel 
• 
Teor ema C 1 • 1 4) : Seja R um domi ni o onde +..odo i dti>al próprio é 
produ~o de ideais primos enlão R é dominio de Dedekind. 
16 
Demonstras:ãot 
Observemos que qualquer f"atorizaç;;ro em ideais primos i nversiveis é 






p . . F· -- p • 
1 r .1 
. p ' 
e 
·~ sao pr l. mos e inversiveis 
ml. ni mal no conJunto { P 
1
• p • p • ' 
r 1 
Podemos 
a um P ' desde que necessar 1 a mente contém al gurn P ' 
J 
supor que p 
1 
1gual 
:::::enck_, F· 1 nversi vel 
J. 
podemos cancelar este fator de ambos os lados e 
enL~o procedemos por l.nduç~o 
Provaremos agora que todo .1deaJ primo própr1o P e inversivel 
ma.x:1 mal 
:s.a j Et O ;>t x E P e considere mos a fator i zação em pr 1 mos do ideal Rx 
P ::::. Rx = P .. P 
1 m 
Logo P contém algum f"ator de Rx digamos p 
1 
Desde que lodo ideal 
principal é claramente inversivel e P é um fator 
1 
de Rx temos P 
1 
1 nver si vel Portanto é suf"iciente provar que P é maximal 
1 
Sa P não o fosse , existiria c e R-{0}, c e P tal que 
.1 1 
Rc + P c R e Rc + P :JI! R 
1 1 
consequentemente 
F~c + P = P '. . P ' 
1 1 r 
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com P • E Spec C R) 
l.. 
Assim t-ambém 
Rc 2 + P = Q .. Q 
1 1 t 
Q E Spec CR) 
J 
Cons1deremos R'= R/P e denot.ando por x a classe residual de x em R/P 
I 1 
temos 
Sêndo os p• 
i nversi vei s 
R c = 













.:.:.onst.i t. uem-se nos ideais P ' 
.1 
P ' cada um contado duas vezes 
r 
Portanto 
R c 2 + P = C R c + P ) 2 
o que implica que 
se b E P temos b 
.1 
1 1 
P c Rc + P 2 
1 1 
de E p 2 
1 
1.mplica de E P e come' c .;e P temos d e P 
1 1 1 
As si m b e P c + P 2 -+ P = P CRc + P) 
.1 ·.1 1 1 1 
para algum 
Da i nversi bi l1 dade. de P temos 
1 
Rc + P = R , absurdo . 
i. 
Por tanto P é maximal 
1 
d E R, o que 
Ass:..m todo ideal pr6pr.1o fatora-se em ideais maximais :..nversiveis 
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p 
t.odo ideal pr6pr i o de R é i nver si vel e pelo 1 ema 
(1.10) R é int.egralment.e fechado. 
Para que R seja Dedek~nd rest.a apenas verificar que R Noet.heriano 
mas ist..o é consequêncía imediat-a do fat.o que t.odo primo próprio 
~nversivel é finit.ament.e gerado e porlant.o usando da hipótese podemos 
conclu~r que R e Noet.heriano . 
• 
Teorema (1.15): Se R é um domin.io t.a1 que todo ideal primo 
E: lrlVE?rslvel então R é um dc~minio de Dedekind. 
Af i r rnarnos i ni c~ al rnent.e- que t.odo ideal Dr i mo pr· ópr 1 <:> .;. n,.:..;..:~ mc..l [)€> 
fato, se dado P e Spec CR). P- CO), ele não fosse maximal. exist.iria 
um 1deal primo Q - CO) corn 
CO) c P c Q c R 
Q- R. onde P - CO) e 
-1 Agora PQ c R e CPQ- 1 )Q = P logo PQ = P o que implica R = Q 
cada um rlel as Q 'Jm R-módulo 
f 1;·,.:.. l..:,.rl-..=·nt.& qerc:..do e pelo l.eorema (1. 6) Temos R Noelher-~ano 




pr1mos Cn~o necessariament-e dist.int.os) tal que 
p .. P 
1 r 





I CP ) -t 
2 
c R 
S8 I CP ) - 1 . . CP ) - 1 = R temos I = P . . P e acabou. senao podemos 
2 r 2 r 
supor qu& 
P = I CP ) - 1 . c p ) -1 
t 2 r 
'"-"'~ port.ant...o pelo t...eorema (1.14) R dominio de Dedekind . 
• 
Teorema (1.16): Se R e um dom1nio Noether1ano. as segu1nt...es 
I J;: e um doml n1 o de Dedek 1 nd 
II para todo P E Max CR) , Rp é anel de valorização discreta 
III se P E Max C R) n~o existe ideal primár1o ent-re P e P 2 Ce 
conse~uent-emenle nenhum 1deal já que todo ideal entre P e P 2 é 
P-pr1 mári o ) 
IV . um ideal primário pertencente a um ideal maximal é um produto de 
1deais primos 
V . os ideais primários pertencentes a um ideal maximal s~o totalmente 
ordenados com respeito a inclus~o 
VI para quaisquer três ideais de R temos 
A n C B + C) = C A n 8) + C A n C) 
VII para qua1squer t-rês idea1s de R lemos 




Suponhamos CI) válida . Mos~raremos que ela implica as restantes 
I -+ I I 
Ut.il.1zando diret~ament.e os lemas (1.11) e (1.13). 
I -+ I I I 
Ver.1fiquemos inicialmen~e a afirmação que ~odo ideal entre P e P 2 é 
P-pr 1 mz,r i o 
?...? I c R é um 1deal tal que P 2 c I c P +.emos que ~= P e P ~ MaxCR) 
2 P'-primàrio ~al que P c Q c P. Mas existe O< n E 2 
I -+ IV 
2 logo P c P' = p 2 Q = p ou Q = p 
SeJam R dominio de Dedekind .A1. E Max C R) e Q ..,1{ - pr 1 màr i o 
existe O < n e Z tal que Q = .A1. n 
I -+ V 
Segue d.1retamente de IV 
I -+ VI e VII 
Sê provarmos que dado A ideal próprio de R temos que 
A = n { ARP P e MaxCR) } 
tal que 
e desde que a operação de localização preserva as operaçõ~s básicas de 
1deais é suficiente verificar essas identidades em cada Rp mais ai 
elas são triviais desde que os ideais formam um conjunto totalmente 
ordenado 
Provemos inicialmente que 
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P e MaxCR) } 
Obv~ amente temos que R c n { Rp P e MaxCR) } 
Suponhamos X E n { Rp ; p E MaxC R) }· 1 ogo X = a/b. 
Para mostrar que x e R é suficiente mostrar que a e Rb 
Seja I = { y E R ; ya E Rb } Se I = R ent~o acabou seja 
~ e Max CR) tal que I c ~ c R. ~ - R. Como X E n { Rp P E Max( R) } 
temos 
a/b = x = a'./b' b' E~ 
que sab' = sba' e Rb ~ sb' E I ç ~. absurdo 
J~ que s e A e b' e ~ 
Seja A c R ideal Queremos provar que A = n { ARP P e MaxCR) } 
Cons1deremos I = n { ARP P e MaxCR) }· portanto I c R 1deal 
Se provarmos que AR = IR para todo M e Max CR) enCão A == I M M 
Obv1 ament~e A c I e então ARM c I R}.f para todo M e Max C R) 
Seja M E MaxCR) e suponhamos x E IRM. logo x = a/s onde a ~ I e s e M. 
Mas I = n { AR p P E MaxCR) 
com b E A e s' e M . 
}· em particular logo 
Ent.~o x = a/s = Ca/1)(1/s) = (b./s')(1/s) = b/(ss'). ou seJa, x E ARM. 
conclui a demonstraç~o . 
Reciprocamente , mostraremos qua II , III , IV , V • VI a VII implicam 
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em I 
I I -+ I 
Zuponhamos que I I vàll da er.t-ào dado P E Max (R) além de ser o único 
consequent-ement-e é m1 ni mal em R . 
Dai todo ideal primo próprio é max1mal 
Além disso sendo cada Rp int-egralment-e fechado t-ambém o é R, 
segue-sE> I 
I I I -+ I 
SE:oja P E Max CR) e cons1deremos R' = R p Tomando P' = não 
'"=' )(1 s t_ .;;. J c ~~ ' i d€'=<1 2 qt19 P' C J r:: P' Consequent-emenle se a E P' 
e a e P' 2 lemos R'a + P' 2 = P' e pelo lema de Nakayama P' = R'a enlão 
R' 2nel de valorizaçâo discreto seguindo-se ent-~o I 
IV -+ I 
::?e _1a Q P-pr 1 màr i o onde P E Max C R) Logo t..emos 
p roi 
1 
Q c p F' e Spec CR) lodos dis~1nlos 
l<';•nt<.::.::; qu~ exlsto& l t.al qu'"' F c P . 
t 
l 
~-endo ~: ~~oether i .ano temos que existe O 




n E 2 lal que 
c p 
.I 
para cada j 
Logo F' = p sendo que os P s~o t-odos di st-i nt.os lemos P c P e 
F· ;Jt p • ;Jt j-
J 
Consequent-emenle p = R 
J 
J J 
j ;1/! i E assim Q = Ph 1 . 
;Seja Q' tal que P 2 c Q' c P , Q' P-primário = p 
por·t .. "'-r•t.o ou Q' -= F' 2 ou Q' ·- P e como III -+I segue-se o desejado . 




Afirmamos que III se verifica . Seja P e Max CR) por hipótese temos 
todos os idaais primos pertancentes a P totalmante ordç;,nados;. Logo 
sabemos que P/P2 é R/P - espaço vetorial no qual os subespaços s~o 
letalmente ordenados. Entào necessariamente di mC P.·P 2 ) =1 o que i mpl i-
ca III. 
VI => I 
Assumamos VI verdadeira. Ent::ro P/P2 é R/P - espaço vet. or i al cujos 
subespaços sat-isfazem .;.. 1 e i dist-ribut-iva ent.ào necç;,ssariament.e 
dimCP/P~=1. pois se nào o fosse. t.eriamos elementos e . 
1 
V = Ke $ Ke 
1 2 
W = Ke 
1 
T = Ke 
2 
t~ar i amos ent.â:o V (l C W + T) = V e V (l W = V (l T = C 0) . 
VI I -=> I 
., distintos 
z 
Afirmamos que V se verifica Da fato se Lal n~o ocorresse 
existiria Q e Q2 P-primários 1 P E Max CR) nenhum conlido no 
outro 
Seja A = Q n Q2 ent.ã(o 1 
c A Q ) 
' 
c A Q ) c p 
1 2 
Logo CA Q) + CA Q) c p c R, p ;t!. R e A CQ : Q ) =R' 








MODULOS SOBRE DOMINIOS DE DEDEKIND <O TEOREMA DOS FATORES INVARIANTES) 
Nest-e capit.ulo, a menos que explicit-ado, R serà sempre um 
domín~o de Ded<:>kind C1sto e, R é noetheriano, lodo ideal primo não 
nulo é maximal e e integralment-e fechado). 
Os R módulos M serão sempre unitários, isto é. lm=m 
qualquer que seJa m E M. 
Um R - modulo M é livre de t.orç~o se sat.isfaz: ocm=O, oc 4ii R 
e m e M,ent.ão oc=O ou m=O. Daqui em diant-e, a menos que digamos o 
contrário, lodo R - módulo sarA livre de torç~o. 
Nosso objet1vo será classificar todos os R módulos 
finitamente gerados e desenvolver uma teoria de fatores invar1antes 
semel hant..es a que j à conhecemos no caso de módulos sobre dom1 ni os 
pr1ncipais Cvide [2)). Os ideais fracionários ser~o de grande 
import.ància e os resultados básicos sobre eles consideraremos de 
conheciment..o de todos. 
Teorema (2.1)1 Seja M um R - módulo e K o corpo de fraç~es 
de R. Então M pode ser mergulhado em um K - espaço vet.orial KM. 
Demonstra~ão: 
O espaço vetorial KM sera definido através de uma contruç~o semelhante 
a usada para se obter o corpo de :frações de um domi ni o integral. 
Consideremos 
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S = { Cm. c0 m E M. a E R. a ~ O } 
e de!inamos a seguin~e relação sobre S 
C m • ,_:x ) --c m • o ) o.m =o.m. 
1 1 2 2 1 2 2 1 









então o m =a m 
1 2 2 1 
;-~ m = . .y. m . 
2 3 a 2 
~onsequenlemente 
Logo 
o (a m j ==o (o m ) O"- O. C o m ) =a a m 
3 21 312 132 123 
otCam 
2 3 1 
<...'li m) = O 
1 3 
e sendo M 1 i vre de torção e 01 ;z!Q temos a m =a m . 
2 3 1 1 a 
~notemos por M o conjunto das classes de equivalência de S por 
s 
,-:,., denotemos 
m/a = a classe de equivalência de Cm.a) 
De!inamos em M uma operação de adição por 
s 
m /a + m /a = 
1 1 2 2 ( a m 2 1 +am )/0101 1 2 1 2 
facilmente se verifica a boa definiç~o da operação e que ela satis!az 
as condições para que CM ,+) seja grupo abeliano aditivo com elemento 
s 
nulo 0/1. 
Def.1namos agora urna ação de K = cfr CR) sobre o grupo 
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K x M 
... 
C (3/y, m/ a) 




De modo quase imedia~o podemos ver~íicar que essa 
da escolha de represen~an~es e que satisíaz as condições para que M 
s 
seJa K- espaço ve~orial. Daqui em diante denotaremos M por KM . 
s 
M KM 
é obviamente um homomorf~smo injetor de R - módulo. Dest...a maneira, 
podemos consi det- ~r M como j;~ submódul o de KM e denotaremos m/1 
simplesmente por m. 
• 
Algumas observações: 
1) Temos -1 = 01 m e dest.e modo os elementos de KM 
podem ser vistos como K - múlt.iplos de element-os de M, logo, 
.;. m e M ~emos 
2 
C o./(D m + C y/Ô) m = C [36) -:1( aôm + fym ) 










se M = iD Rm ent.'à:o KM = $ Km . Por t.ant.o se M é R - módulo f i n.i lamente 
~ =1 i =1 ~ 
gerado então KM é um K - espaço vetorial de dimensão finita e mais; 
<.'ü nda. se (m 
.1 
.mk} é base de M Cisto é. no caso em que M é livre) 
então 
2) Uma mane.1ra mais sofisticada de fabricar o K espaço vetorial 
desejado seria considerar o produto t.ensorial K 0 M que 9 K - espaço 
R 
vetor1al e facilmente pode-s~ comprovar que 
f< ·~ M KM 
R 
E Ot C m /1) 
~ l 
é um K - isomorfismo entre K a M e KM . 
R 
Defini«jão C2.2): SeJa M um R - módulo, por R - rank de H 
entenderemos a dimensão de KM como K - espaço vetorial e denotaremos 
por rankCM) = CKM: K), onde CKM:K) =dimensão de KM como K-espaço 
vetorial. Algumas vezes nos referiremos a rankCM:> por CM: R). 
Como já vimos, se M R módulo f i ni lamente gera do entâ:o 
rankCM) < oo . Contudo a reciproca não é v6lida, bastando para tanto 
considerar M = K onde K é o corpo de frações de R. 
Seja M um R - módulo finitamente gerado 




Um conj unt.o { m,} é di lo R ~ ivre se sempre que 
r m + +r m = o \1 \1 ü \l 
com r E: R. ent~ão r = o. 1 s k s; l ~k ~k 
.:::e Jd. n o número màximo de elementos de M R livres. Consideremos 
, m > um con.J unt.o àe el ementas R - 1 i vres de M . Ent.ão se 
n 
C r /s ) C m /1) + 
1 1 1 
com s ~ O, r E R, temos 
" rs .. sm + ... +rs .. s 
12 n:1 ~:1 ~ 
+ Cr /s )(m /1) = O 
n n n 
. s m + . . . + r s . . s m =O 
n L n 1 n-1 n 
como s . 
1 




,m )- .;. 
n 
R - livrQ 
lemos r = o para cada i e consequentemente {m '. 1 ,m} n 
linearmente independent-e sobre K . Portanto rankCMD ~ n . 
Prov;o,remos que se { p /01 , 
1 t 
... ,. p /Dt } c KM 
l l 
conJunto é linearmente dependent-e sobre K . 
lal que t.. • n 
((1/y)(p/Dt) + 
1 1 1 1 
+ c {1 /y ) c p /Dt ) = o 
t l i t 
ent_.âo 
" (3Cr ... y)(Dt ... Dt)p + .. +,8Cy ... y 
11 t 2 t 1 L 1 L 
2Q 





+ . . . + ~c y ... y ) c Dl •.. Dl ) p = o. 
i 1 i-1 1 l-1 l 
Da maximalidade de n, segue que exis~e 1 $ j $ ~ ~al que 
·c "' (J Y ... r· 
J 1 J 
A. 
.. y)Cot ... a . 
i 1 J 
. a)~ O 
t 
p /ot } é 1 i near menle dependen~e, 
t l 
que ~mplica rankCM) S n. 
• 
módulos e M N um R 
isomorrismo entre eles.En~~o 8 pode ser ex~endido a um K- isomorfismo 
KN dado por 8* (m/s) = eCm)/s, onde m E M e s E R-{0). 
Observe que se m E M e f, e K então 8* C~m) = ~ 8* (m) = Ç 8 Cm) 
Consequentemente se m E M e ~ E K s~o tais que ~m E M então 
8( (m) =f, ec m) c Á\) 
Defini «i à' o C 2. 4) s Sejam dados A e B ideais fracionários . 
Diremos que eles s:ão .r< ideais equi1..'a lentes a denolaramos 
A=B • se exis~e y E K~ y ~ o~ tal que A = yB . 
Facilmente vemos ser esta uma relaç:ão de equivalência.Assim 
se denot.armos 
W=conjunlo de lodos os R - ideais fracionários de K 
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podemos considerar W/= e por ent9nd9rQmos a 
classe de equivalência de A, denotAda por A . Ou seja 
A = { B ~ ~; B = yA para algum y e K~ y ~ O } 
Not..e que se A 
- B ~ = 1 '2 ent.~o A A _ B R 
1.. 1 2 1 2 
Podemos assim definir uma multiplicaç~o sobre W dada por 
A B = AB 
Tal multiplicaç~o satisfaz 
1) ~omutatividade 
11) R (classe dos ~deais pr1nc1pais ) é o elemento 1dentidade 
Portanto ~/::::: é um grupo multiplicativo abeliano Tal 
grupo e chamado o c~asse erupo de R e denotado por J CR) 
Lema (2.5): Os R-ideais fracionários A. B s~o R-isomorfos 
se e só se pertencem a mesma classe de ideal. 
Qbviamenta se A _ 8, ou seja, existe r' e K, 
basta considerar 







y ~ O tal que A = yB 
B R isomorfismo e 
llP 
es~enda-mo-lo a 8' KA KB K - isomorfismo Temos ent-;}:o 
8 ' C ~ m) = ~ 8 · C m) m E KA • t; E K 
Em part-icular. se m=l e ( e A lemos 
8C ~ ) = 8 • c ~ ) = ~ 8 • c 1 ) 
logo dado n E B, exi sle ~ E A t_.al que 
n 0CF) = ~B'Cl) 
0U seja 3 = 8'(1)A . 
• 
Daremos agora um pr i m.;:n r o passo na cl ass~ f i caçao dos R 
modulas fin~tament.e gerados considerando o caso em que seu rank é 1 
Lema C2.6): :::.:eja M um R - módulo f~ni lamente qerado CUJO 
rank é 1 Ent.~o M e R - ~somorfo a um R - ideal frac~onàrio em K 
Dem..-:)nstrac:;:ão: 
Seja K = cfrCR). Por h~pót.ese. existem/sE KM lal que KM = KCm/s). 
m E M, m ;11! O. 
Consideremos 
I = { a E K; am E M } 
que é um R submr.:u:lul o de K 
Definamos I -.- M um R-homomorfismo onde ri>Co.) = o.m. Podamos 
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.fd.c.llrnent.e verificar que </> é injelora e sobrejelora. Agora, desde que 
</> é R - .1somorfismo e M é R - módulo fini~amen~e gerado, t.&lmb~m o ~ 
I Assim I e um 1deal fracionár1o. 
• 
Lema (2. 7): SeJa M um R - módulo finit .. amente gerado. 
Se o e }( é t.al que cxM c 1'-1 antão o. e R • 
...., 
Demonst.ra~iao: 
Seja m E M. m ;71! O e cons1deremos I = { (1 e K; (1m E M }· Já 
I um R-ideal frac1onàr1o e obv1amenle I ~ R. 
vimos ser 
Suponhamos que o. E K é lal que aM c M Assim 01 E I o que implica 
F: [ül] c I. 
Desde que I é R - módulo finilamenle gerado e R domtnio de Dedekind 
~egue que R [Ot] é R - módulo finilamenle gerado e consequenlemenle o é 
inlegral sobre R. Sendo R inlegralmenle fechado, lemos 01 E R. 
• 
Defini crâ'o ( 2. 8): Sejam R um anel comut.a t.i vo com i denli dada, 
M um R módulo (não necessariament.e livre de torção) e N um R 
·:; ubmodul o de M. Di r e mos que N é sv.bm.odu ~o puro de /'1, se dado 01 e R, 
o ;tt! O, 01N = N n eM. 
Desde quE> a inclusão oN c ( N n 01M ) é óbvia temos N é 
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puro SQ Q so SQ dado m ~ M ~ a ~ R 
+~al que oun = an. 
Algumas consequências imediatas desta observação: 
l)Se N a um somando direto de M ent~o N é puro. 
2)S.C. Me um j;: - módulo livre de t..orção .N é puro se e só se para todo 
m E M e a E R com oun E N tivermos que m E N. 
3)Se M/N é livre de torção então N é puro Se M é livre de torç~o e N 
a puro então M/N é livre de torçao. 
4)~~Ja K = cfrCR) e <v , . 
1 




Consideremos M = Rv $ ... e Rv e W um K-subespaço vetor1al de 
1 n O 
v 
o 
é submódulo puro de M . Mas que isso,se tomarmos S 
um subconjunto arb1trár1o de M e considerarmos KS o K - espaço de V 
o 
9erado por S, KS (I M é o único submódul o puro mini mal da M contendo S. 
Dados M módulos definimos como soma direta 
J. 
&Xt&rna, e denotamos por 
M* = M + M + 
1 2 
o conjunto de todas as k -upl as C m
1
, ..•• mk) m E M , 1 :$ i :$ k , com a 
... 
adiç~o dada por 
Cm 
1 
m) + Cn 
k 1 
e produto por um elemento de R dado por 




Deste modo M* e um R - módulo. 
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Sejam I • 
1 
. .. . . I 
n 
+ I • um R-modulo • 
r. 
r ar.k igual a r1. 
R-ideais fracionários em K. 
1 i vrca dca t.orç~o. 
Queremos saber se a reciproca é verdadeira. is~o é, se dado 
M um R - módulo livre da ~orç~o finit.amen~ca gcarado cuJo rank é n. en-
~ao est,e é isomorfo a uma soma diret,a ex~erna de n R - ideais 
r~àr1os. A respost.a e af1rma~1va e o resultado segrJe como um teorema: 
Teorema ( 2. q): Todo M R - módulo finitamente gerado de rank 
1.gual a n é isomorf·o a urna sorna dirQt,a Qxt,<ilrna d<i! n R - idQais; frac1.o-
r;àrlOS. 
Demonstr a'!ão: 
Para o caso rankCM) = 1 é 
ex c,~- c.-...m8n t_ e o 1 ema C 2. ô) . Cons1 dei~ e mos n ~ 2 e suponhamos vàll do o 
resul~ado para rank 1gual a n-1. 
Cons1d~remc~ M mergulh~do em KM e escolhamos m e M, m - O . 
SGja H = Km n M o submódulo puro gerado por m 
torçao, fin1t-arnent..e gerado e rankCM/N) = n-1 (para t..ant,o facilment-e se 
ver1fica que K CM/N ) ~ KM/KN como K - espaço vetorial). 
s.e.gue ent,~o da hi p6t-ese de i nduç~o que exi s~em n-1 






1 dea1 s 
deste modo para se concluir a demonslraç~o é suficiente verificar que 




R.aalment-e se most-rarmos que M = N $ T para algum R soubmódul o T 
Leremos 
+ + I 
1 n-1 
Por out..1 o lado. N R - modulo finllament..e gerado de rank 1 e port..anlo, 
novamont.e do 1 e-ma C 2. 6) temos N ~ I, I R ideal fracionário, 
segu1ndo-se dai o desejado. 
Seque de C liD que exi st.e 




R - homomorf1smo sobrejelor 
Lal que ker <P = N. Para cada j. seja M = -1C I ) e <P = <P IM. <P . J J J 
J 
Ent..âo 'P M I é um R homomorfismo sobrejetor· 
J J J 
kernel é N . Afirmamos ser N um somando direto para cada M 
Desde I I -1 R existem I -1 que = 
' 





I tal que 
J 




1 '- J 
et(5 + ... +a..(3 =1 
1 1 t t 
X E M tal que rp c X) = n 
L J J 
r ;11! o. 
(V<)( ) X + 
' 1 l 
= rp 
j-•Ot E R . 
t 
+ C ya ) x 
t t 
t 











3eja. T = Kz n M submódulo puro de M gerado por z. Afirmamos que 
J J 
M -= T ~ N . De fato: 
J J 
~ x E T n N temos x - ~z onde ~ E K , mas 
e desde que 
ll) M = ...,.. T . 
SeJa :< E M 
J 
' < i $ t. ~ 
8nt.ão 
')u sej.:t w E 
tdém disso 
y ;Jf!! o temos ( = o. ou seja, X = o 
N 
::?,eja p = rp c X ) E I então desde 
J J 






<.•:· = yy po. x + 
1 1 
K:z = T 
J 
rpCw) Cy -1 pz) = <P = y 




+ yy po. x = y pz 
t t 
-1 Cz) Cx) P<P = p = rp 




Para cada M encontramos T 
J 
submódulo puro de M tal que M = T e N 
J 
'-"' •P (T) = 'P CM) -· I Afi rm~mos que M = CT + + T ) !P N. 
J J J t r,-s 
Desde que 




'P Ct. ) 
1 
1 
M = T + 
.1 
+ + 
+ + tp 
Consequen~emente 
+ T + N. 
n-1 
t E N onde cada t 
n-1 ~ 
Ct ) = o. mas cada 'P Cl ) E I 
r, t 
cada l = o o que completa 
E T ent..~o temos que 
L 




Uma out-ra prova muito int-eressante do mesmo teorema é dada 
por Rotman em [10] ulllizando-se de módulos projetivos. 
Outra observaç~o referente a est..a demonstraç~o é que em 
iH?.nhum moment.o o fato de N = Km n M influiu na prova de ser N um 
somando di ret~o de M A informação r el avante f oi a de ser N um 
~ubmodulo puro de M Portanto. seguindo a mesma demonstração podemos 
enunciar o seguint-e resultado : 
Proposi~ão C2.10)J Sejam M R - módulo finitamente gerado e 
N c M R - submódulo . então 
N p1.1ro N somando direto cie M 
Suponhan~s agora 
+ + I c 1:) 
:1. 
ond.;. os I são R ideais r r acionários n~o nulos em K Podemos 
,:,.r,..:.vntrar el ementas não nulos oc. 
J. 
oc. em K tal 
n 
que oc. I :::> R 
J J 
Além disso, desde que I ~ 01 I lemos 
J J J 
M "" a I + 
1 1 
+ O< I 
n .,.., 
Consequenlemenle, multiplicando {I ) por o:>l ementas n~o 
J 
nulos conven1enles de K podemos considerar em C([) que cada I ::> R. 
Seja 
M 
o i somor f1 smo assumi do em ( ([). 
I + 
t 
Tomemos agora m E M tal que 
J 
:p (rn) = CO, 
J 
1 • 
onde 1 aparece na j-és1ma posiç~o . então 
+ I 
0) 
'11 C m) C a 
1 
a ) = a (1 o. 0) + . . . + a C O, 
COm a 6 I donde 
J J 
-S. 
m = v.1 C a.s.C 1 






m = a m + 
1 1 
-1 
+ VJ CanCO. 





Desde que 'I' inje+.ora segue a unicidade de represent~ç~o 
ou seja 
r1 = I m e . . . e I m c [l) 
1 1 n n 
3Q 
De cer~a maneira ~amos que 
uma 'base'' de M . 
{m' 
s 
. . . ' m} consti~uem-se 
r. 
uma 
O próximo t.eor ema dà uma condi çâlo, em te r mos dos I , nece-
J 
necessàr1a e suficiente para que dois módulos seJam isomorfos. 
Teorema (2.11)a + 
~-~·nde os I e J são R- 1deais fracionár1os 
+ I e 
m 
N ""' _T + 
1 
Então M ""' N se 
+ J 
e só se 
m = n e os produ~os I T ... J J são da mesma classe de ideal. 
1 rn 1 m 
n 
An~es de demonstrarmos ~al teorema vamos apresen~ar alguns 
resultados aux1liares que usaremos na sua prova . 
Lema (2.12): Sejam R dominio de Dedekind e A e B R - idea1s 
i n~egra1 s. Ent.âlo existe C um R 
principal e C e B sgo co - primos . 
-J Demonst.ra«jaoa 
ideal integral 
Desde qu"'' ~~ dom1n1o de Dadekind , podemos expressar 
B = 0 b1 
.. 'I;.. I 
com P , Q ..: Spec C R). a , b G N U {0}. 
J 1. J 
40 
P ar. n 
Q bm 
m 
lal que AC é 
Seja OI e P 0~-P a~+ 1 e 
1. 1. l 
01 e Q. Pelo teorema do Rest.o Chinês exi st.e oc 
1. 
om R t.-&:~.1 que;, Ot ;;; o. mod CP a1.·H) • 
1. 
Então út E P cu. -P cu.+ 1 e út e Q Consequent.ement.e 
,.)! E () p ·.:n = p •:11 
l J. 
p ar. = A 
n 
~::or1:; J. der ernos o R -· ;uo..:lulc. R01 + AB c A. Temos •.;.ntao que R O<. + AB = A. 
-::c,mo Ra c A, exi st~e C R - i de>al tal que aR - AC C R Dedekind) , 1 ogo. 
AC + AB = A 
"'? senrlo A 1nversivel ternos 
C + B = R 
• 
Corol~rio (2.13)r Sejam I e J R-.ldeaJ.s r"racJ.onários 
prOprJ.os. Então existem a. ~ E K t.ais que ai e ~J s~o R-J.deais 
gra1s e co-primos. 
Demc.:-.ns t. r as: ~o: 
:onsideremos os R-J.deais fracionários J e I- 1 . Ent~o existem (1 e y 
Gm K t..a.1 s que (::_I Pelo 1 ema C 2. 1 2) ex1 st..e F 




Corolário (2.1 4) a Sejam I , I R-ideais fracionários e E. 
1 2 . t 
E ideais i nlegrai s tais que E c E p E ;rt. C 0). Então exi sle 
2 2 .. 2 
$I +I --R+II 
1 2 .. 2 
um ~: - i somorf·l. smo la1 que ,P C E I + E I ) = E + E I I 
11 22 1 212 
Demonslra'rão: 
Pelo corol àr l. o 
1 




(2. 13) podemos assumi r I • 
1 
r:x E T e 
1 1 
c~ E E I tais que o 
2 2 2 1 
I + I 
1 2 
R + I I 
1 2 
onde $ C (> , (?. ) = C (> + (1 • 01 (3 + a (J ) . 





Facilmente vemos ser 4> injetora . Verifiq1Jemos pois a sobrejeç;?.lo. Seja 
Cr. x) E R +I I então ele é imagem de Crot 
1 2 1 
x, x - 01 r) por 4>. 
2 
Agora. se Cr, x) e E + E I I ent..~o 
1 2 1 2 
rot - x E I E + E I I c E I 
1 11 212 11 
X - OI r 
2 
E EII +EII c EI 
212 2f.2 22 
Por oulr o 1 a do, se C (J • (3 ) 
1 2 
E E I + E I lemos que 
1 1 2 2 
O + (J E E I + E I c E 
't 2 11 21 1 
Oot +(Jo. e EEII +EII c EII 




1 1 2 2 
c E + E I I 
1 2 .l 2 
• 
Corol~rio (2.15): Dados I , 
1 
I R - ideais fracionários 
n 
t.:.mos ent-ão que 
r .. .. I ~· + +):<:+CI .. I 
,, 1 
.__:;;-,ae <=Xl .s t. em C n - 1) ·.:;omandos ~:-.ar a R . 
Denk:mstras:a'o do teorema ( 2. 11): 
Assumamos inic1almenle que M ~ N enl~o m = CM : R) = CN : R) = n. 
Podemos supor que cada I , J contém R. 
k k 
desde que é sempre poss1vel 
cons1derar ao invés deles alguém de sua classe de ideal. 
Seja 8 M - N o R - isomort'ismo considerado e suponhamos que para 
1 E I 
k 




.-:-.nde t-emos 1 na k-éslma pos1ç~o e zeros nas restantes e cada otkl E Jl. 
M= ICl. O. 
1 
1 ( '. 11 
... ' 0) 
(J( 
1m 
+ + I CO, O, 1 ., _) 
m 
+ I C (l\ (_~ ) 






= ·~ I -· 
.tl .l 
A:;;sJ. m .J 
1 m 
Ze ~ :., - det.. ( . .:~ ) I J 
1 ·•:. l.J 
= ( l ot I , . . . ' l ot I k1 k km k 
k 
+ + 1.)( I 
ml. m 
,)ó )(:i: .. r) 












De mc..ne1ra analo9a. podemos encontrar r=! E I tal 
. lk k 
e c e 




~nde 1 aparece na 1-esima posiçào e zero nas restantes 
Entào C(J )(ot ) = Id e consequentemente det C~ ) 
1.J lJ q 
Do mesmo modo podemos 
Ou seja 











1. ) é qual-
.., 
Pr ov.emos a recl pr c_.~c.:: .. Para lanto é suf·i ci enle que dados I 
1 
I 
ld&alS rracionàrlOS tenhamos I + I ~ R + I I o que 
1 2 1 2 
segue imedi-




Para a d"='monstraçào do teorema do fator invariante 
44 
desenvolveremos alguns resultados preliminares que ser ~o de mui ta 
u~ilidade na prova do LQorema, out.ros;, 
Kr uJ l -Schrru dt, ser:3:o apenas mencionados já que suas demonstr açeles 
fogem do objet~vo deste capitulo . 
:::.-:eja R um .:..nel comutativo e M um R - módulo, entã:o M é um 
.nÓdu.lo ir..decom.por..(,_,ez. se M ~ C O ) e se não é possível expressar M 
como soma de dois submodulos n~o tr~viais, ou seja.. se 
M = N $ N' com N e N' submodulos de M então ou N = (0) ou N' = CO) 
Teor·ema C2.16)(Teorema de Krull-Schmidt)s s:e j a R um anel 
comutat1vo com 1dentidade . Seja M um R - módulo sa.tisf'azendo a. ambas 
~s condiç~es da cade~a . Suponhamos que 
t-i=M w ... 
1 




sejam duas decomposiç~es de M em somas diretas de submódulos n~o nulos 
1ndecomponiveis Ent.:ao h = k "" M ...... N 
'"" Ptopo~i~au (2.17): 
JUnto de primos distintos e 
:..:.~jam 
<a ' 1 
~ = 1 h . 
P } <: Sp~çC R) 
r·, 
um con-
a } um conjun~o de ~nte~ros 
n 
n<:>gat..ivos. Então exist.em o E R e B um R -ideal int.egral relativamente 
pr1mo a cada P tais que 
l 
Demonstras:ão: 




Paracadai, existeC integral tal queC á 
46 
)s 




CP .;.u = RDI com DI .-R . 
L L L 
Corolário ( 2. 18) I SQjam { 










- DI • 
1 
} c 






C não ne-· 
cessar~ament.e pos~t.ivos). Ent.ão exist-em a e K e B R - ideal inlegral 















sejam não negalivos. Enlão -a 
J. 
-a são positivos e 
m 
pela propo-
3~ç~o C2.17) ex~stem a' e R e B' inlegral tais que 
s~.mdo R Dedekind 









-om ) p 
m 
= R01' 













r el al~ vamenle 
Q ::o~o lodos;; dis;ot.in-
r, 
t.os. Novamenle utilizando da propos~ção (2.17) temos que existem y E R 
C integral +.ais que CB' = Ry e c co-primo com os P e Q, 
J t 
l = ..i h, j = 1, ...• m. 
46 
IP 
r r- ~ (p ai c.nt.<io C 
1 
... 
-· RC~ y). 
• 
Proposi~~o C2.19): Sejam A R - ideal integral e B R - ideal 
frac1onàrio ent.~o R/A ~ 8/CAB) como grupo adit.ivo. 
Pelo corolár1o C2.18) ex1st.e C R- ideal integral tal que C+ A= R e 
C:B = Rp, p E K 
Cons1deremos o R - homomorfismo definido por 
x ---+ px + AB 
onde px + AB denota a classe r·esi dual de px em AB. 
Então desde que A + C = F~ ternos AB + Rp = AB + BC = B. 
Dado b E B t.emos que exisb~ x e AB e y e R t.al que b = x + oy e con-
·:;equentement-e b + AB = py + AB . 
::,_ü<ulo;_;,.mos o ker (8). Obviament~e Acker C8). bast.a ver que desde que 
}:;:p = BC c B temos p E B 
:::::uponhamos X E R com px + AB = o + AB ent.â'o px E AB o que implica 
pxC 
-
ABC = pA e consequent.ement.e xC c A. 
Como exist.em a E A e c E c tais que a + c - 1 • Lemos 
)( = )(a + XC E A 




Teorema C2.20) (Teorema dos fatores invariantes)r Sejam M 
8 NR - módulos fini~amen~e gerados de mesmo rank e tal qua N c KM. 
Ent,ào exi s"lem el emen~os rn. R - ideais fracionàr1os 
T I E .J.. . 
1 k 





t.,:ü s que E ::> E j = 
)'+"J. 
M I m ttl $ I m 
1 1 k k 
N=Eim ~ ... ~Eim 
t 1 1 k k k 
:::.er~o di~os fatores in<.>ar·ian.tes de Nem i1 . 
-J Demonstt·as:ao: 
1 . k -1 e 
Desde que N c KM e rank N = rank M podemos considerar M e N 
mergulhados no mesmo K - espaço vetorial KM 
Suponhamos k = 1 . temos pelo 1 ema. C 2. 6) que exi slem I e J ideais 
frac1onários ~ais que M ~ I e N ~ J 
Port-ant-o exist-em m E M e n E N ~ais que 
M = Im e N = Jn 
Como M c KM = KN ~amos ffi/l = n/a, com a E R. o que implica n - ma. 
Como podamos cons1derar que R c J t.emos N -= Jm = C JI -t) I m. 
Suponhamos vàl1do o result-ado para módulos de rank ~ Ck-1). 
;S.:,.ndo M R - módulo f i ni "lament-e qer ado "lemos 
Para cada m • i = 1 . 
I. 
M = Rm + 
1 
+ Rm 




e n E t-4 tais que 
~::eJa y = i.)( • 
1 
Cons1. der· e-mos 
. (_~ 
r 
m ,... 1 = n /01 . 
então .rM c N . 
E' = { ~ e R; aN c M } 
qua Já sabemos n~o nulo C faça rac1oc1nio 1d6nl1co ao ut1lizado para 
<~ncontrar y t-al que yM c N ) Afirmamos ser E' um R ideal 
fr·aclC)nario. De fato. seja a E E' então 01N c M logo ycxN c N e pelo 
lema C2.7) lemos que ya E R Consequenlemente yE' c R 
Da própria def1.nição de E' temos ser ele o maior ideal tal que 
E'N c M. 
E = CE')- 1 antão ala é o ~n1co ideal minimal t.al que N c EM . 
Desde que E'N r M anl~o EE'N = N c EM . Suponhamos F R - ideal 
f I' acl onár i o com N c FM -1 -1 = M 1 ogo F c E' = E . 
E = ER = EFF- 1 ~ EE- 1 F c F donde segue a afirmação. 




E Spec CR) distintos tais que ou p ~ rR ou p 
\. 
'""'parece com e:<poent.e negat-ivo na fatorizaç;;ro de E em pot.ências de 
~ cl.~ai s pr l. ntos 
1 .... 1 seja n e N 
l 
tal que 
•nuco ld.-d.l minim.;;..l fracionário t-al quolãl N c EM, 
1.deal integral lemos N cj: PEM ) . 
Escolhamos agora ~ e R. 1 S i S s. tal que 
l 





1.1. i! O mod P 
\. 
:.:como E é o 
,, jo.·:o.. 
~lir [V a 
' 
MP 
C observe que se 





c P ex.1stiria. 
\. 








or.:;.ntão n e P EM. 1 ~ i ~ s. ~ fato. suponhamos que tal não ocorresse 
0u 3eJa. ex1st1sse um 1, suponhamos i = 1. tal que n e P EM. 
Como para qualquer i ;r! 1, 
Sendo P maximal temos 
l 
consequentemente 1 









f.l n e P ~~ c P EM. 
L L l l 
tgmos f-J n .;;; P EM 
1 1 1 
R1-1 .. P = R 
1 1 
p e P e 1-1 e R. 
l 
abs;;urdo. 
Cons1d,.;.remos Kn () N Kn () M subm6dulos puros de N e M 
r·especti vament~e, ambos de rank 1 
Ass1 m. pelo lema C2.6) existem R -ideais fracionários A e B, que po-
demos supor contendo R, lais que Kn () N ~ A e Kn () M - B 
Por +.anlo lemos 
Kn n N = An e Kn () M = Bn 
Então E'An c E'N c M _. E'An c Kn n M = Bn .. E'A c 8 
::O:abemos que existem 01. (5 E R - {0) t.ais que otE' A c R e OB c f.C • 
Entâ'o o(iE ·A c cx,G'B c F": o+ exi s t.e C um R - ideal integra] tal que 
01(~E' A = ot/iBC. Ass1 m E' A = BC . 
Além disso yBn c yN c N .. yBn c Kn () N = An .. yB c A .. Ry c EC. 
50 
Portanto t.odo ideal primo pertencente a C ou contém Ry 01..1 ocorre no 
"dsnominador" da E . Consequentemente os ideais primos pert..encentes a 
C se encontram entre os P . 
1 
. .. ' P. 
!!) 
Por outro lado. se C c P temos n E An = ECBn c CEM c P EM. absurdo. 
Consequentemente C = R e B = E'A 
l-4 
1 
An e M 
1 
= Bn C = E ' An ) qu~ s~o submódulos puros dQ rank 
de t~ e H respectivamente 
F'el a. propos1.çâo (2.10) ex1.st.e M · 
1 
Afirmamos que 
N = N e N ' onde 
1 1 
























Seja então existem m E M , m E M, 
1 
s s" E R, 
s ;;I! o. tais que m/s - m .... ··s" 
1 
1 1 1 
= m " .. /s". 
1 
M.:..s M = M e M ' ent-ão m = m + m ' m e M, m ' E M '. 
1 1 2 2 
Então m /s + m • /s = m /s' 
m s = O 
2 
2 2 1 




2 2 1 
ms + m 's = ms 
2 2 1 
o que 1.mplica 
'-'"" j c.~ l """ <Jl lci ''.::'c'. ~ - '- ""' "'" '- • r~.,.., m-.r e1.· r - -r • 1 o~·- L~_-mo-::. m
2 




' = (0), consequenta-
ment..e N n N
1
' =CO). 
;.:~~.,.:-,nl.~:-) N c EM = E CH e M . ) c EM + EM • Se X E N, 
1 1 1 1 
x = Otn + y 
\·~')T!(]W (;~ 
€ K e v ~ KM 
1 
Logo 
E'x = E'~n + E'y 
51 
'P 
mas E'x c 1'1, E' <--m c KH • 
1 
E'y KM = KM 
1 
sendo M 1 i vre 
de ~orç~o a inclusâo de M em KM é inje~ora. 
Logo E' em c M 
1 
prova de C {F; . 
Temos ent:êto 




M = Bn e M ' 
1 
y E N n KM
1
' o 
e N = EBn e N ' 
1 
que conclui a 
Al8m disso KM ' = KN • e rank M ' = rank 
1 1 1 
N ' = k -1 con"::;equentemente 
1 
•.l'l.ll i zando-nos ria h1 c:.ó+ .. ~se de indução, temos a ex~st.~ncia de 
m, 
1 
... ' m EM' k-1 1 
em K com E :::> E 
J j+1 
e i de a~ s f r a c i onàr i os A , 
1 
... " 
= 1. ' 
M' 
1 
k-2. tal que 
= A m 
1 1 
lil . . . lil A m 
k-1 k-1 
A • k-1 
N'=EAme ... IDE A m 
1 1 1 1 k-1 k-1 k-1 
E, 
1 
... ' E k-1 
Portan~o. para se concluir a demonstração de existência é suficiente 
provar que E ::> E . 
1 




é o único R - ideal fracionário 
1 
ni mal tal que E M ' 
1 1 
logo E :::> E 
1 
Provaremos agora que E, .... E estão unicamen~e determinados 
1 k 
N. S.e considerar mos E M temos 
1 
EM=Eim eEim e ... eEim 
1 111 122 tkk 
por 
N = E I m lil C E -tE ) C E I ) m $ .•. $ C E -tE ) C E I ) m 









M/N ~ (r m e ... 
.1 .1 
El:l I m)/(Er me ... k k .1 1 1 
mas pela propos1ção C 2.19) 
( I /(E I ) ) 1 1 1 + + 
onde cada R/E e um R - módulo cíclico com Ann CR/E) = E. 1 :$ i :$ k. 
Mal s qtJe isso, 
~ ~ 
cada F~rE sati sf·az a ambas as condi •;Õ6s da •::adei a C 
\, 
já 
que existe um numero finito de ideais entre R e E) portanto tambem 
M/N sat1sfaz a ambas as condiç~es da cadeia. 




Agora como E ~ 
1 
e m.=-.1 s ainda. s.a 1 1. CJ( <C( • P E Spec CR) todos d1s:.1ntos. 
'I l J 
Pelo teorema do Resto Chinés temos 
O( 
+ R/CP lh) 
h 
Afirmamos ser a . . cada R_.,·cp LJ) 1ndacompon1vel, da fato, 
L 
R/( P 0 LJ) onde I e J .~:.ao ideais de R tais que I, 
I. 
-
sejam I a J em 
E:ntão I J = P :!!! com O < r . s ( o , 
J ~J 
e obviamente I n J ;zt! CO). 
63 
M/N ~ R/CP otu.) + 
1 
+ R/CP otth) 
h 
+ ... + ... + R/CP otkh) 
h 
E pelo teorema (2.16) Cde Krull-Schmidt) o conjunto { PJ0 tJ } está 
univocament.e determinado pelo par M e N. Seja S 
J 





= {O( ' 
1J 
P mtn<:S :-) . 
J 
o 
.::e 6 = mi n {S), E 
2 
'-' p mtn<S -<6 >> 
= n J J e assim por diante. Cor.sE.~quen-
J J 
. 1. J j= 
temente os E est~o un1vocamente determinados pelo par Me N . 
• 
Algumas observações imediatas : 
1 ~~ Nc t.eor ema ::;e as·.::;uml. r mos que N c M então R c E' e ass1 m E c R . 
2) CX:isde que 




mk E M temos 1 e I para cada 
J 
j • OU SQjãl., 
Corol~rio (2.21)1 .S.:,._1am Me N R - módulos fin1t.2oment.e gera-





para 1 = 1. ••• J 1-1 e 1 
E • 
1 
= rank N e 
. , El t.ai s que 
M = I m ~ . . . ~ I kmk 
1 1 
N = E I m E& • • • E& Eli lmt 
1 t 1 













rank M. = rank N e N c KM' o resul~ado segua diretamente de C2.20). 
Consideremos M' = KN n M. ent~o dado ~ G R - {0} 
eM' = 01C KN n t--D = 01C KN) n C 01M) = 01C KN) n 01M n M 
e desde que oCKN) = KN lemos 
oM' = CKN n M) n aM = M" n oM 
e ass1m M' é submódulo puro de Me por C2.10J temos M' somando d1rato 
de M. 
• 
Corolário C2.22)z Todo R - módulo flnitamenle gerado e 1so-
morfo a uma soma d1reta externa de R- ideais fracJonários e R - modu-
los da forma R/I, onde I ideal integral 
..... 
Demonstra'Jaos 
Temos M = Rm ' + 
1 
+ Rm ' 
n 
Consideremos o R 
base {f . 
1 
... ,. f } 
n 
e a aplicação 
.,;>ntão 
M ~ f'/ker8 ~ (r m 
1 1 




$ I m )/ l~E I m 














APLICAÇOES DO TEOREMA DOS FATORES INVARIANTES 
N~s~~ capi~ulo, a m~nos que explici~ado. R s~rá ç~mpr~ um 
dom1n1o de Dedekind. 
Alguns resultados interessantes da álgebra comutativa são 
aqu.1 u~ilizando-se como ferramen~a 
monstraç~es, os dados acGrca dos fatores .1nvariantes obl1dos no capi-
•. ul o ':l.n t. e r 1 e> r . 
Os fa~os aqui r"'lalados não são inédit~os. ~ difer~nt~s de-
monstraç~es podem ser encontradas na literatura clássica em álgebra 
comut~ati va . ()s mot1 vos que nos levaram a selecioná-los em alguns 
casos foram de fundo puramen~e estético C a elegância da demonstraç~o 
do teorema do um e me.1o gerador ) . em ou~ros casos , a atualidade da 
qtiest..~o enfo..::ada C BCS anéis . vi de [ 12J ) 
Teorema C3.1) (Teorema do um e meio gerador)J ~jam R um 
dominio d~ D&dekind ~I c R. I ;o! CO), J;o!R um ideal integral. 
Dado a e I-{0) ent~o ex1sle b e I tal que I = Ra + Rh . 
..., 
Demonstra~ ao: 
:?,.;ja a e I-{0) um elemento arbitrário. Como rank I= rank Ra = 1 lemos 
pelo corolário C2.22) que 
o o 
Como obviamente R/E é um R - modulo pr~ncipal C R/E = R 1 ) lemos que 
I /R a = R b par a al gum b E I Donde I = Ra + Rb 
• 
Antes de enunciarmos o resultado acerca de BCS anQis 
d'?f~n~remos a.l gtJns objetos e desenvolveremos alguns falos 
Drel ~ m~ nares 
O primeiro delPs versa acerca de um exerc1c1o suaerido por 
r::ur t. i::.: Pei ner· em E e J Col or:ar·emos a redaç~o rxlglnal 
demor1s traremos ser tal versão i mpossi vel apres.;;:.nt.aremos uma 
redação allernat~va 
Versão ori.gin.:.J 
"SG>ja M um R - módulo livre de t.orção finitamente gerado de rank n N 
um submódulo de M de rank 1 e E 
1 
os fatores 1nvar1antes 
de N em M . Mostre que exista um ideal fracionário I a um 1somorfismo 
a M F~ + + R + I c k somandos ) 
t_ al que 
E + + E + Ek I 1 = k ~ k-~ 
8 OD = 
E + t- E 1 < k 
1 l 
Tal versão só é verdadeira quando rank M = rank N . 
Tome por exemplo um dominio da Dedekind D . e I c D um 
~ deal tal I "'-.1 não é principal Tomando M = I + . . + I C s somandos) 
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p 
.:;N=I + + I C s-1 somandos ) lemos pela vers~o dada no livro 
~ s- 1 c 2. 16) N ...... s-2 Is-t que. N R ' mas já vimos por que = R 61 e. por c 2. 11) 
lE»riamos anUlo 1 e-1 principal absur-do 
Aqui damos uma versão correta do exerci cio 
Teorema C3.2)s ~ja M um R- mOdulo livre de torç~o 
f1nitamenle gerado cujo rank é k submódulo com 
rank N = 1 e sejam E 
1 
E os fatores 1nvariantes 
l 
de N em M 
Ent~o existe I um R - ideal fracionàrio e 8 M 
C k somandos ) R - isomorfismo tal que 
8 C N) = E + 
1 
+ E + N' 
I.- 1 




Pelo corolário C2.21) lemos que 
N ~ E I + 
1 1 
passo 1 
M ~ I + 
1 




+ I e 
k 
E ::> E 
~ I.+ 1 
palo l~m.:.. (2. 14) exista 
I + I R + I I 





+ R + I 
E integral 
R - isomorfismo com ~1 C 
~ja e 
t 
= c <P 









= E + E I I 
t 2 t 2 
I + 
---
R + I I 
t t 2 
+ I T 
3 
+ I onde e C E I + 
k 1 1 1 
+EI )=E +EII + EI 
ll 1 212 aa 
_,.. + E I 
l l. 
passo 2 
Novamen~e utilizando C2.14) consideremos 
+ 
I I + I -~ R + I I I tal que ~ C 
12 3 123 2 
E I I 
2 1 2 
+ E I ) = 
él él 
E -t- E T I I ... 















+ R + I I I 
1 2 
) = E + E 
1 
. I + I 
L - 1 l 
id Ir ) + + I 
"' 
k 
+ I + + Ik or1dG> 3 4 
+ E I I I + E I + 
2 3 1 2 3 
" " 
R + I I 
1 2 
. I I L - t l 
cp CE I ... I + E I ) = E + E I . I t 
t - 1 l-1 1 t - 1 l l l - 1 l 1 
R + I I + I + 
1 2 3 
8 c E + E I I 
2 1 2 1 2 





Cons~dere e =C idjR + + R . ~t-1 ) + I k R + l - 1 + 
+ R + I 
1 
.I +I +I + 
l-1 l l+-1 
R + + R + I 





+ I + + Ik onde et c E l ... 1 1 
E + + E + E I .I 
1 t - 1 l 1 t 
passo 1 
I 
1 . I L + I t ... 1 
----4 
{/;L C E 1_ I 1 • . . I L ) = N l . 
::ons1 der e 8 
L 
R + I 
. I t + I + + Ik 1 .. t 










k - 1 + R • <I> ) )< - 1 




+ E + N'. 
l - 1 
1 
.Ik 8 = Ent-ão seja I = I 
8 C E I + 
1 1 
+EI )=E+ 









+E +E I ... I +EI)= 




+ + R 
+ E I 
. I L L 1 
R + I 
1 
+ R + I 
e c E + 






) R + + 
k 
I . I + r. t .. 1 ~ + 2 
) = E + + E + 
1 l - 1 
.Ik consideramos 
.I ).- - 1 + I 
" 
+ E + N ) = 
t-l k-2 
e onda t-emos 
2 1 
+E + N', com N'= E,I se 1 = k . 
l- 1 ' 
• 
60 
Defini~~o C3.3)s ~jam R anel comutativo, M urn R-módulo e 
N c M submódulo . DirQIIIOS qu<;~ N .;i b~ico Qm. H s..., qu~lquc;>r 
P e Spac CR) N 1 PM . 
Defini sã'o ( 3. 4) s Dado R anel comutativo e 
rnat.-r l z m x n com entradas em R definiremos o conteudo de A 
~anotaremos por cCA) como o ideal de R gerado pelos a . 
\.j 
Algumas observaç~es : 
1) Suponhamos M um somando direto de L e N c M um submódulo 
é bàsico em M se e só se N é básico em L 
ent~o N 
2) Seja R um dominio de Dedekind M um R - módulo 1 i vre de torção 
finitamente gerado e N c M submódulo com rank M = n e rank N = k 
Suponhamos ser N básico M Pelo teorema dos fatores invariantes temos 
M = I m $ . . . e I m 
1 1 n n 
N = E I m e . . . e E I m 
1 1 1 k k k 
com I R - ideais fracionários • E e E integrais . 
\. + 1 \. 
s~ E c R, E ~R. existiria um P € Spec CR) lal que E c P donde N c PM 
1 1 1 
o que é absurdo Logo temos E =R e 
1 
M=Im e ... eim 
1 1 n n 
61 
N=Im $Eim e ... eEim 
11 222 kkk 
Mals que lsso . se rank N = 1 en~ão M = N e N' 
::o St;:. J am M = R" e A = Ca ) 
c J 
ma~rlz n x m com entradas em R 
Gonsldere G o R - módulo gerado pelas colunas de A , anlão G básico am 
.... 
Defini«Jao ( 3. 5) s ;:::~ J a. R um anel comu~a.tivo e v =C v .. 
""m R L:d que 
n 
i =1 
r v = 1 
~ 'l. 
I 
c~ra.cter1zaremos agora os un1 modtJl arQ~ 
n R quando R é um dominio de Dedekind . 
"" Proposi~ao (3.6)a S-Qjam R um dominio 
(v • 
1 
v ) e Rn . Ent.ão v é uni modular se e só se 
n 
...) [)qmonstra-sao: 
Suponhamos v unimodular e consideremos N = Rv , então 
















subconjun~o de M tal que 
Rn = I m $ ... $ I m 
.l .l n n 
Rv = N = EI m 
1 1 
~~ E ~ R, E ~ R en~ão ex1sliria P e Spec CR) com E c P 
k 
mente N c PM Então v 
= l 
k i =1 
Assim 
vJ = l pm 
' ~J 
j ::: 1" o • o ' 
1 =1 
n n k 
p E P e m = c 
t 
n . Agora, exist.em 
m 
\.1 
r ' 1 
e consequente-








= 1 donde 1 = l ( l r P t m t.J ) ' ou seja 1 E p • absurdo . 
j =1 i =1 
Consequen~emente E = R e Rn = Rv $ M 
n 
Suponhamos Rn = Rv e M e tomemos { et } base canónica de Rn. te-
1.=1 
:-nos Grlt..'~i..:;. e = r v + m e '-~' = v e + + v e donde 
L 1 1 n n 
v = ( v r + .. r v )v + ( vm + . .. + v m ) 1 1 n n 1 1 n n 
.~ssi m . v r + . . + v r = 1 ou s~ja v unimodular 1 1 n n 
• 
, Rn Corolario ( 3. 7) I v E uni modular .. v é coluna de uma 
mz..tr i z n X n • i nvers.i vel 
Demons. t r a1 â'os 
Suponhamos que v· é coluna de uma mat.riz A = ( a ) . 1 < i ' j < n. LJ 
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1 nversi vel. 
Então AA -t = I d detCA) det CA-1 ) = dat Cid) = 1 
Desenvolvendo o determinante de A pela coluna que é v , temos que v é 
uni modular. 
Reciprocamente , se v E Rn é unimodular ent~o Rn = Rv e M .Pelo 
teorema (2.11) lemos M ~ Rn-t. Assim v faz parle de uma base de R a 
considerando a matriz mudança de b.:<se em relação a base canónica lemos 
• 
submódulo M de Rn onde R é ~dekind contenha um elemento 
uni modular. 
Proposi 1ã'o ( 3. 8) s Seja M c Rn R-submódul o bàsi co da R r' onde 
R ~ um domínio de Dedekind. enlão: 
i) se rank M = 1 M contém um elemento unimodular se e só se M é um 
R - módulo principal 
ii) se rank M > 1 enlâo M contém um elemento unimodular . 
..... 
~monstras=aos 
i) ~ rank M = 1. 
Suponhamos que exista m e M unimodular então N = Rm é bàsico em M. 
de falo. se existisse P E Spec CR) t~al que Rm c PM então 1 E P o 
qt.Ie é absurdo . 
Além disso. dado que rank M = rank N = 1, exis~em E um 1d~al integral 
I um R-ideal fracionàrio tais que M = Im e N = Eim • para algum m 
1 1 1 
R , dond9 M = Rm . 
Suponhamos que M é principal temos que M = Rm para algum m E M 
Além disso • ex~s~em I 
1 
I R-ideais fracionários tal 
" 
R" = I m ~ . . . ~ I m 
1 1 n n 
M = I m 
1 J. 
que 
po1s M bàsico em R", donde R"= M ~ M', assim, por C3.6), m é unimo-
dul ar·. 
i i ) Se r ank M > 1 . 
Sendo M bàsico em R" lemos 
R" = I m ~ . . . ~ I m e M = I m $ E I m 4l . . . 4l Eki kmk 
11 nn 11 222 
com k > 1. 
Por C3.2) ex1s~e ~: R" R" isomorfismo lal que rp CM) = R $ M". 
Assim ex1s~e v = Cv , 
1 
v ) tal que rp C v) = C 1 , O, 
Logo 
c 1. o. 
r. 
onde { e t }~= 1 base 
t.emos (1, .. .. . , 0) 
~ss1m v un1modular. 
0) 
r. 
~ Cv e + 
1 1 








e ser,do rp C e ) 
t 
-n. ) 2 v f dor,de J Jn 
1=1 
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D<eí' i ni :r ao C 3. Q) a Sejam R um anel comutativo e A = ( a .. j ) • 
1 ~ i ~ m • 1 :$ j :$ n . matriz m x n • com entradas em R . Diremos que 
A representa 1 se existem u = Cu 
1 
Mais algumas ob~ervações : 
u ) 
m 
E Rm e v = C v , . 
1 
, v )e Rn 
n 
4) A representa 1 se e só se o submódulo de Rn C respectivamente Rm ) 
linhas respecliv~menle pelas colunas ) possue um ele-
rn'-"nt. o un1 modul.é<r 
5) À representa 1 se e só se através de operaçães elementares nas 
linha~ e colunas de A obtemos uma nova matriz com uma das entradas 
igual a 1 
~ resultado a seguir oferece uma condição necessária e 
suficiemt.e para que um anel de Dedekind seja principal. 
Teorema C3.10)t Seja R um domínio de Dedekind. R é princi-




Provemos a necessidade . Seja A matriz m x n tal que c(A) = R Entã:o 
o R-módulo gerado pelas colunas de A • a saber G , é básico em Rm. 
Se rank G > 1 • pela proposição (3.8) Cii) temos que G possui elemento 
unimodular. Se rank G = 1 , dado que R principal temos que G = Ra 
·'-"- E Rm. e pela proposição C 3. 8) C i) temos que G possui el ement..o 
:1ni modular . 
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Por ou~ro lado . suponhamos que cCA) =R implique que A representa 1. 
S9j a I c R i dc;;.al , c;;.nt.ão por C 3. 1) t...Cã>moso quCã> I = RQ +Rb , Q b ._ I. 
Alem disso. por C2.13) existe s € K com si c R e I + ~I = R 
:::onsi der emos a ma~r 1 z 
A = 
Ent~o cCA) = R e dai o R-modulo gerado pelas colunas de A . a saber G. 
possul elemc;;.nto unimodular Pela obsc;;.rvaç~o (3) temos que ~al modulo 
.,::. bas.1co <='m Rz 
Corno r -:.itnk G = 1 :segue da proposição C 3. 8) C i) que G e pr 1 nci pal 
Mas 
G =R Ca, Ça) +R Cb. ~b) = CRa + Rb) C1, ~) = IC1, ~) 
ou seJa. I ~ G, por~anto I principal. 
• 
referente a BCS anéis . Anles disso porém daremos algumas definiçBes . 
~~ja R um anel comulalivo. Um R-módulo P 
8 di t.o proje ti 1.JO se dados C e B R-módulos, ~ P ---~ C um R-ho-
morfismo e ~ : 8 C R-homomorfismo sobrejetor. enlão ex.1sle um R-
-hornomor-fi smo y p B lal que ~oy = a Co que e equ1valente a di-













Dàremos agora um ~eorema que carac~eriza um módulo proje~ivo 
como •Jm somando dir-eto de um módulo livre . 
Teorema (3.12): Um R-modulo Pé projetivo se e so se é um 
somando direto de um modulo livre. Mais que isso, lodo somando d1reto 
de um mOdulo proJetivo ~ proJetivo . 
.v Do:;.mon~ l.rayaoa 
Cons1deremos o R-módulo livre gerado por 
&nt~o o seguinte diagrama 
LCP) 
-----
p a saber LC P) Temos 
o 
Sendo LCP) um R-módulo livre, existe y P ~ LCP) tal que yo~ = idp 
logo LCP) = ker ~ $ yCP) , onde yCP) ~ P . 
Reciprocamente. sendo F um R-módulo livre temos F projetivo 
Suponhamos ent~o P um somando di reto de um módulo projetivo F isto 
& , F = P $ P' 
Cons.1 daremos i p F a inclus~o e p F P a projeção 
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Temos enLâo o seguin~e diagrama 
p 
F' -;::_.--- . --~ p 
L 1 
8 c ---· ~ 1) 
Logo ]' • l 
• 
Corol~rio C3.13)s A soma dire~a de módulos proJelivos é um 
módulo proje~1vo . 
O resullado a seguir serà apenas enunciado e desde que sua 
demonstração roga ao nosso objelivo aos in~eressados remet..emos a 
[ c-;l). O que nos int..eressa realment..e é uma consequência imediat..a que 
nos garan~e que Lodo módulo livre de t..orção finilamenle gerado sobre 
um domínio de Dedekind á projet..ivo. 
I "iJl! CO). 
Proposi)ao C3.14)a 
Ent..ão 
Seja R dominio e I c A ideal fracionário 
I proje~ivo (como R-módulo) ~ I inversível. 
Teorema C3.15)s Seja R um domínio de Dedekind e M um R-mó-




Por (2. 9) lemos que M ;;;; I e I n 
J. n 
R-ideais fracionários Sendo R Dadekind 








1 nversi vel e por C:3. 14) projelivo . Por C3.13) segue o desejado. 
• 
--.J 
Proposisao C3.16Jt Sej.:•. R urn anel comut...at..ivo. As seguintes 
asserçces sâo equivalentes : 
finitamente gerado contém um somando de rank 1 de P 
1 i) para todo n todo submódul o básico f i ni lamente gerado de Rn 
contem um somando de rank 1 de R" . 
Que Ci) ~ Cii) é ~mediato basta tomar P = R" . 
::::::t.zponhamos que Cii) 'seja verdadeira Por c 3. 12) temos que p é um 
somando direto de algum Rn e pela observa.ç~o (1) segue que se um 
s.ubmódul o é básico em p também o é em R" Segue dA. hipótese que tal 
submódulo contem R e como por (3.12) podemos considerar 
p = R + + R + I • I R-ideal fracionário 




Def'ini s:ao C 3.17) 1 Um anal comu~a~ivo sa~isfazando uma das 
asserçôes da propos1ção (3.16) é dito um BCS anel 
Teorema ( 3. 18): ~~ R é um dominío da Dedekind anl~o R é um 
r>Pmon'S t. r as ão: 
·-~]~ M um R-módulo proJelivo finitamente gerado a G um S8U submódulo 
n = r .: .. ni< M Suponhamos rank G ~ 2 por (3.2) e mais pela observação 
~: 2) t_ 8mos 
M + R 
+ E + N' k-1 
com k = rank G, donde segue o desejado. 
Se rank G = 1 , sendo ele básico em M lemos pela observação (2) ser 
ele próprio um somando diralo da M . 
• 
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